PROBLEME Enoncé

Quelques propriétés de la cardioide

On se place dans le plan R?, muni de sa structure habituelle de plan euclidien orienté.
Dans tout le probleme, a désigne un réel strictement positif.

On appelle cardioide la courbe T’ de R? dont une équation en polaires est p = a(1 + cos ).

1. Etudier et tracer la courbe I'. On précisera 'angle polaire (dans le repeére canonique) de la
tangente au point de parametre € de I'. On indiquera en particulier quels sont les points a
tangente horizontale ou verticale.

2. (a) Montrer que pour tout réel ¢, il y a exactement trois points M, N, P de T en lesquels la
tangente a I' a pour angle polaire ¢.

(b) Déterminer le centre de gravité du triangle M N P.
(¢) Déterminer l'aire du triangle M N P.

(d) Quand le point M décrit I, reconnaitre la courbe décrite par le milieu I du segment N P
(comment cette courbe se déduit-elle de I'?)

3. Déterminer une représentation en polaires de la courbe I'” décrite par la projection orthogonale
N(0) de O sur la tangente a I en M (). Construire I".

4. Une droite variable A, passant par O, rencontre I' en deux points P et () autres que O. On
note A le point de coordonnées (2a,0).

(a) Déterminer le lieu du barycentre J du triangle APQ).

(b) Déterminer le lieu du point d’intersection I des tangentes en P et @ a T

5. Soit (C') un cercle fixe de rayon a > 0. Un cercle mobile (C’) de méme rayon roule sans glisser
sur (C'). Montrer que la trajectoire d’'un point M de (C”) est une cardioide.

6. On note A(#) le point d’angle polaire § d’un cercle de centre 0.
On considere la droite Dy passant par les points A(f) et A(26).
Montrer que quand 6 varie, Dy reste tangente a une cardioide que I'on déterminera.

Deuxieme partie
1. Déterminer le centre de courbure au point de parametre § = 0 de I'.
2. On oriente I' dans le sens des 6 croissants.

(a) Déterminer une abscisse curviligne sur I', avec (0,0) comme origine.
Quelle est la longueur totale de la courbe I"?

(b) Préciser le repere de Frenet et la courbure au point de parametre 6.

(¢) Montrer que ’ensemble des centres de courbure de I' est une cardioide, dont on indiquera
par quelle transformation géométrique simple elle se déduit de I'.
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PROBLEME Enoncé

Troisieme partie

1. Soit D le domaine du plan intérieur a la cardioide T'.
On suppose que D est recouvert d'une densité surfacique constante p > 0.

On note DT T'intersection de D avec le demi-plan y > 0.

(a) Calculer l'aire de D.

(b) Calculer le centre d’inertie de D et celui de DT.

(c) Calculer les moments d’inertie de D par rapport a Oz, a Oy, a O.
)

(d) Calculer le volume qu’engendrerait D par rotation autour de Oz.

2. On suppose que I' est recouvert d'une densité linéique constante p > 0.
On note I'" T'intersection de I' avec le demi-plan y > 0.
(a) Calculer le centre d’inertie de I' et celui de I't.
(b) Calculer les moments d’inertie de I" par rapport a Ox, a Oy, a O.
(c) Calculer I'aire de la nappe qu’engendrerait 't par rotation autour de Owx.
x(t) =t —sin(t)

y(t) = 1+ cos(t)
Chaque arche de cette cycloide a pour longueur 8.

3. On considere la cycloide, d’équation { , pour t réel.

Sur le point (0,2) de la cycloide, on “pose” une cardioide de longueur 8, comme indiqué :

v 2 4 s 8 m 12 14

On fait ensuite rouler la cardioide sur la cycloide, sans glisser. Montrer que, pendant ce mou-
vement, le point de rebroussement de la cardioide décrit la droite y = 2.
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