Une suite de polynomes Enoncé

Etude d’une suite de polynomes

Soit (P,)n>0 une suite de polynémes de la variable x, définie par les relations :
1
Py(z) =2, Pi(z)=z+ 2 et Vn > 2, 16P,(x) — 82z + 1)P,_1(x) + P,_2(x) =0

On notera P/ le polynome dérivé de P,.

1. (a) Expliciter Py, P3, Pj.
(

b) Déterminer le degré de P, et le coefficient de son terme de plus haut degré.

d) Etablir une relation analogue entre P’ (z) et P,(—z — 1).

)
)

(¢) Etablir une relation entre P, (z) et P,(—z — 1)

(d)

(e) Montrer que si « est racine de P,, il en est de méme de —1 — a.
)

(f) Montrer qu’il existe une racine commune a tous les Py, 1 et a tous les Py, .
2. Dans cette question, on suppose que —1 < z < 0.
(a) Justifier I'existence de 6 dans [0, 5] tel que z = — cos® 6.
Dans la suite, on pose [, () = P,(—cos®0) et g,(0) = P/ (—cos®0).
(b) Exprimer f;(6) en fonction de cos26 et f5(#) en fonction de cos46.
(
(d) Déterminer 1’ensemble des racines de P,, pour tout n > 1.

sin 2nf
sin20

)

¢) Pour n de N, déterminer \, tel que f,(0) = A\, cos2nd.
)
)

(e) On suppose 0 < 6 < % Pour n > 1, exprimer g, () en fonction de

En déduire I’ensemble des racines du polynéme P.
(f) Caleuler P, (0), P,(~1), P4(0), P4(~1) et P}, (~1) pour n > 1.

3. Dans cette question, on suppose que r < —1 ou = > 0.

(a) Déterminer deux fonctions A et u, linéairement indépendantes, telles que pour tous réels
a et b, la suite de fonctions (z,),>¢ définie par z,(z) = a\*(x) + bu™(z) vérifie : Vn >
2, zn—a(x) — 812z + 1)z,—1(x) + 162, (z) = 0.

(b) Déterminer (a,b) dans R? tel que : Vn € N, P,(z) = a\"(x) + bu"(x).
4. Montrer que la famille (P,),>o vérifie I'équation différentielle :

VreR, VneN, 2z(z+1)P/(z) + (22 + 1) P.(x) — 2n*P,(z) = 0.

Indication : partir de P,(— cos®#) = A, cos 2nf et dériver par rapport a 6.
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