MPSI3, DM N°19 ENONCE

DM n°19

Pour tout n > 1, on note A,, la matrice carrée d’ordre n de terme général a;; = { 1 S% g—il=1
0 sinon
01 0 1 0
AinSiAlz(O),A2:<1 0),A3: 1 0 1
0 1 0

Pour tout z de R, on pose P,(z) = det(A, + zI,) pour n > 1.

Par convention, on pose Py(z) = 1. r 1.0 0
xr 1 0
1 1 1 0
Aini Py(z) = |z| =z, Po(z) = | ’ Px)=|1 = 1|, Px)=]|_ "
x 01 2« 1
0 1 =z
0 0 1 =z

1. Préciser les expressions de P3(z) et de Py(z)
2. Montrer que pour tout z de R, et tout n > 2, on a P,(z) — xP,_1(x) + P,_2(z) = 0.

3. Montrer que pour tout n de N, 'application P, est une fonction polynomiale unitaire de degré
n, et qu’elle a la méme parité que n.

4. On fixe dans R la valeur de z, et on pose u,, = P,(z) pour tout n de N.

(a) Montrer que si x =2¢ (o e = £1) u, = (n+ 1)e".
an-{—l _ Bn—i—l
ontrer que si x n’est pas dans {—2,2}, alors u,, = ——————— en notant « e es
b) M i est, d 2,2}, al 5 tant « et 01
a R
racines distinctes de I’équation A2 — 2\ + 1 = 0.
sin(n + 1)0

¢) On suppose |z| < 2. Avec = arccos E, montrer que Vn € N, P,(z) = _
2 0
sin

2
5. Calculer I, ,,, = / V4 — a2 P,(z) Py(x) dz, pour tous n, m dans N.
2

6. (a) Montrer que pour tout n > 1, le polynéme P, posséde n zéros distincts, tous réels, et
km

n+1

donnés par : Vk € {1,...,n}, app = 2cos0,, avec O, =

(b) Montrer alors que P, _1(a,z) = (—1)*. (\z1 + 29 = 0
r1 + )\ZEQ +x3 = 0

7. On se donne un réel A et on considere le systeme (.5, \) défini par

(a) Résoudre (S, ) quand A ¢ {an1,...,ann} Tn-z + ALp_y +2n =0
\ Tn—1 + )\Z‘n = O

(b) On suppose que A = a, = 2cos b, k.
Montrer alors que le systeme est de rang n— 1, et que I’ensemble des solutions est la droite
engendrée par v, = (sin 6y, —sin 20, ..., (—1)" "' sinnby).
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